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摘要：

小磁针在外磁场中的模型可以简化为偶极子振动模型，对于两个小磁针也可以用偶极子模型

进行近似。通过对两个小磁针在外磁场耦合的计算模拟，发现 ω > ω∗ > ω0，其中 ω 为两个小磁

针同向运动的角速度，ω∗ 为两个小磁针反向运动的角速度，ω0，为单个小磁针在地磁场振动的角

速度。并且可以注意到不管是在同向释放还是反向释放我们都可以得到结果，即随着 L 的增大，

两个小磁针耦合减弱，他们振动的周期增加。通过对不同角度释放的小磁针的耦合运动规律的研

究，θ2 初始释放的角度越大则两个磁力摆的所运动的周期越大，控制变量并对得到的曲线和直线

进行拟合，两个小磁针振幅所形成的拍。令 k = T
T0

k = a1 + a2B0e
a3L−a4m，其中 T 为振幅的周

期，T0 为小磁针振动的周期 a1、a2、a3、a4 为常数。以两个小磁针的角度为横纵坐标，可以得到

美丽的图形，类似于李萨如图形，水平出垂直振动的比例都接近 1 : 1，只有相位上的差别。
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1 引言

耦合振动是指由若干个振动系统组成的，它们的振动模态不是独立的，而受到从一个模态到

其他模态的能量传递影响的振动。而在小磁针产生磁场，在外磁场中也会产生耦合，即他们的能

量或者振动通过磁场传递，从而影响到另一个小磁针的振动。在磁场中，两个小磁针在磁场中的

振动模式和摆的振动模式相似。磁力摆是测量水平地磁场的常用实验装置，通过研究磁力摆在地

磁场中的周期运动可以测量地磁场的水平分量

一个偶极子会在外部产生一个磁场，而当两个小磁针的距离远大于小磁针微观结构大小时，我

们可以把小磁针近似成偶极子来研究小磁针之间的耦合振动。耦合振动在工程领域中有着相当多

的应用，如建筑结构、桥梁、飞机、多系统的优化。通过对耦合的研究和建模，我们可以进一步

推动技术发展，优化工程设计，具有重要的研究价值和意义。

2 模型的建立和分析

2.1 单个小磁针的运动分析

一个小磁针在磁场中，如图1。我们知道小磁针所受的力矩 [1] 为

L = m × B (1)

其中 m 是的磁矩，I 是磁力摆的转动惯量，B0 所处位置的磁感应强度我们可以列出方程

d2θ

dt2
= −mB0

I
· sin θ (2)
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偏离平衡位置 θ < 5◦ 时，有受到磁力的回复力做类似单摆运动 [2]。方程2可以近似写为

d2θ

dt2
= −mB0

I
· θ (3)

其中 m 是磁力摆的磁矩大小，I 是磁力摆的转动惯量，B 是磁力摆所处位置的磁感应强度大小

图 1: 小磁针运动分析

2.2 两个小磁针的耦合分析

我们知道一个磁偶极子的磁矩为 mathbfm 时，在空间中产生的磁感应强度为

B = − µ0m
4πL3

+
3µ0r̂(m · r̂)

4πL3
(4)

当有如图2两个距离为 L 的相同的小磁针时，

图 2: 两磁针耦合运动分析

当 L 远大于小磁针的微观尺度的时候，对右边的小磁针分析可以知道，其所处的位置的磁感

应强度为

B = B0 −
µ0m1

4πL3
+

3µ0r̂(m1 · r̂)
4πL3

(5)
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其中 r̂ 为 B0 的单位方向 m1 为左边小磁针的磁矩。因此对右边的小磁针我们可以列出微分方程

I2 ·
d2θ2
dt2

= −m1 ×
(

B0 −
µ0m1

4πL3
+

3µ0r̂(m1 · r̂)
4πL3

)
(6)

同样最左边的小磁针我们可以得到微分方程

I1 ·
d2θ1
dt2

= −m2 ×
(

B0 −
µ0m2

4πL3
+

3µ0r̂(m2 · r̂)
4πL3

)
(7)

我们将矢量化成标量得到微分方程组
I2 ·

d2θ2
dt2

= −µ0m
2
1 sin (θ2 − θ1)

4πL3
+

3µ0m
2
1 cos θ1 · sin θ2
4πL3

+m1B0 sin θ2

I1 ·
d2θ1
dt2

= −µ0m
2
2 sin (θ1 − θ2)

4πL3
+

3µ0m
2
2 cos θ2 · sin θ1
4πL3

+m2B0 sin θ1

(8)

3 MATLAB 计算

假设小磁针在地磁场中取 µ0 = 4π × 10−7H · m−1，m = 0.3A · m−2，L = 0.15m，I0 =

1× 10−6kg ·m2，B0 = 3.88× 10−5T，

3.1 小角度释放不同距离耦合分析

当 θ ⩽ 5◦ 时，使得两个小磁针在相同角度同向由静止释放，都取 θ1 = θ2 =
π
18

, 当 L=0.1 时，
可以得到如图3的结果

改

变两个小磁针的距离我们分别以 L = 0.1, 0.12 · · · 0.40m 进行计算得到如图组结果

图 3: 两磁针同向小角度静止释放
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同样的他们反向时释放时有得到如图4

图 4: 两磁针反向角度静止释放

我们与同样条件的单个小磁针对比，单个小磁针运动如图5

图 5: d 单个小角度静止释放
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我们注意到 ω > ω∗ > ω0，其中 ω 为两个小磁针同向运动的角速度，ω∗ 为两个小磁针反向

运动的角速度，ω0，为单个小磁针在地磁场振动的角速度。我们还是以相同的角度6、7、8、9

图 6: 距离 L = 0.10− 0.16m

图 7: 距离 L = 0.18− 0.24m
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图 8: 距离 L = 0.26− 0.34m

图 9: 距离 L = 0.36− 0.40m

当小磁针反向同角度释放时我们可以得到如图进行计算得到如图组结果10、11、12、13 我们
注意到不管在什么 L 下都有关系式 ω > ω∗ > ω0，并且我们可以注意到不管是在同向释放还是反
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向释放我们都可以得到结果，即随着 L 的增大，两个小磁针耦合减弱，他们振动的周期增加

图 10: 距离 L = 0.10− 0.16m

图 11: 距离 L = 0.18− 0.24m
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图 12: 距离 L = 0.26− 0.34m

图 13: 距离 L = 0.36− 0.40m
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3.2 同距离不同初始角（大角度）度释放小磁针

3.2.1 不同角度周期异常现象分析

我们固定 θ1 = π
18

≈ 5◦ 不变改变 θ2 的释放角度从 θ2 = 5◦ ≈ 0.17 开始每隔 θ2 = 5◦ ≈ 0.17

释放直到 θ2 = 1.53 ⩽ π
2

图 14: 改变 θ2，θ2 − t 关系
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图 15: 改变 θ2，θ1 − t 关系

我们绘制 θ2 不同时释放的的磁力摆的运动 θ2 − t 图，如图14 θ1 − t 图，如图15，对比图14和
图15 我们容易发现 θ2 初始释放的角度越大则两个磁力摆的 θ1，θ2 所运动的周期越大从而 ω 越

小，这是易于理解的，从式8我们可以看到
I2 ·

d2θ2
dt2

= −µ0m
2
1 sin (θ2 − θ1)

4πL3
+

3µ0m
2
1 cos θ1 · sin θ2
4πL3

+m1B0 sin θ2

I1 ·
d2θ1
dt2

= −µ0m
2
2 sin (θ1 − θ2)

4πL3
+

3µ0m
2
2 cos θ2 · sin θ1
4πL3

+m2B0 sin θ1

在 θ1，θ2 较小时，由于 sin θ ≈ θ，cos θ ≈ 1 微分方程可以写为
I2 ·

d2θ2
dt2

= −µ0m
2
1 (θ2 − θ1)

4πL3
+

3µ0m
2
1 · θ2

4πL3
+m1B0θ2

I1 ·
d2θ1
dt2

= −µ0m
2
2 (θ1 − θ2)

4πL3
+

3µ0m
2
2 · θ1

4πL3
+m2B0θ1

(9)

我们可以解出通解，同向振动角速度 ω，反向振动 ω∗

ω =
√
k + 3k′, ω∗ =

√
k + k′ (10)

k =
mB0

I0
, k′ =

µ0m
2

4πI0L3
(11)

我们注意到当 θ2，θ1 都较大时 sin θ 不再能近似成 θ，而我们知道 θ 是线性增长的而 sin θ 是非

线性的，且有 sin θ < θ 不妨令 θ2 > θ1 > 0 我们注意到右边第三项系数为 m1B0 左边两项系数为
µ0m

2
1

4πL3，在我们讨论的假设下，两个小磁针在地磁场 B0 中耦合运动我们知道 m1B0 ≫ µ0m
2
1

4πL3。故我

们先忽略左边两项我们容易得到 m1B0θ2 > m1B0 sin θ2 ⇒ 8中
∣∣∣d2θ2

dt2

∣∣∣ > 式9中
∣∣∣d2θ2

dt2

∣∣∣ 其他情况同
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理可以分析，得到同样的结果。因此在大角度时，一个周期所花的时间要更加的长，可以得到计

算中的现象。同样的当 θ2 释放角为负时，注意到图16、17

图 16: 改变 θ2，θ2 − t 关系 (不同向)

图 17: 改变 θ2，θ1 − t 关系 (不同向)
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3.2.2 两磁针振幅随时间变化观察

图 18: 不同初始角释放 θ1，θ2 关系图

由图18我们看到，不管在何种角度释放都会有，较大的角振幅逐渐减小，而较小的角振幅逐
渐增大，这也是显然的。两个磁针的振动都不处于稳恒态，能量大的会将能量转移到能量小的磁

针。我们进一步考虑这个“能量的转换”也应该有一个周期，这是两个小磁针振幅所形成的拍。
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图 19: 同向释放振幅的拍

图 20: 反向释放振幅的拍

我们增加振动的时间进行计算如图19、20，的确如我们的理论形成了拍，我们观察发现，这
个振幅的拍应该由两个振幅不同的振动合成设一质点同时参与了角频率分别为 ω1，ω2 的两个同
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方向的简谐振动为

x1 = A1 cos(ω1 + φ1) (12)

x2 = A2 cos(ω2 + φ2) (13)

(14)

又因为初始时 θ1 较小, 在图中我们注意到振幅最小时 A1−A2 ≈ 0，我们简化记 A1 = A2 = A

x = x1 + x2 = A [cos(ω1 + φ1) +A2 cos(ω2 + φ2)] (15)

= 2A cos
(
ω1 − ω2

2
t

)
cos

(
ω1 + ω2

2
t

)
(16)

由图19、20观察我们注意到两个振动的 |ω1 − ω2| ≪ ω1, ω2，且有 ω1 ω2,
ω1+ω2

2
≈ ω1 则对于振动

来说我们有

x = A′ cos
(
ω1t+

φ1 + φ2

2

)
, (17)

A′ = 2A cos
(
ω1 − ω2

2
t+

φ1 − φ2

2

)
(18)

其中 A′ 为振幅，则振幅的周期为

T =
2π

|ω1 − ω2|
(19)

我们令 ω1 ω2 的周期为 T0 我们对比不同角度数据发现，无论是同向释放还是反向释放振幅的周

期和小磁针的周期都为一个确定值 T
T0

≈ 51
4
这个比例可能只和两磁针本身和距离有关，于释放

角度无关。我们令这个比值为 k = T
T0
我们基于这个猜想进行研究改变初始条件，我们采用控制

变量法，不改变的变量与此条件相同：µ0 = 4π × 10−7H · m−1，m = 0.3A · m−2，L = 0.15m，

I0 = 1× 10−6kg ·m2，B0 = 3.88× 10−5T，我们得到如表1 注：(改变 I0 经对比不改变 k，这

也是易于理解的，改变转动惯量应该只会改变本身周期的时间而不会改变他们的比例)

第 14 页



电磁学 A 电磁学小论文 中国科学技术大学
刘昆承 PB23020532 2024 年 6 月 1 日

表 1: 改变参数两磁针耦合结果

次数
计算类型

距离 L(m) 对应 k 值 外磁场 B0(T ) 对应 k 值 磁矩 m(A/m2) 对应 k 值

1 0.150 7.00 2.00× 10−5 7.85 0.100 30.00
2 0.175 9.40 2.25× 10−5 8.67 0.125 26.50
3 0.200 12.75 2.50× 10−5 9.33 0.150 22.00
4 0.225 16.67 2.75× 10−5 10.00 0.175 19.75
5 0.250 21.50 3.00× 10−5 10.50 0.200 18.00
6 0.275 27.00 3.25× 10−5 11.25 0.225 15.83
7 0.300 33.50 3.50× 10−5 11.75 0.250 14.33
8 0.325 40.00 3.75× 10−5 12.50 0.275 13.50
9 0.350 48.00 4.00× 10−5 13.00 0.300 12.75
10 0.375 56.00 4.25× 10−5 13.67 0.325 12.00
11 0.400 64.00 4.50× 10−5 14.33 0.350 11.33

分别对各个变量进行线性拟合得到如图21、22、23

图 21: k − L
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图 22: k −B0

图 23: k −m

因此我们可以猜测耦合周期的比例 k 与其他变量如下关系

k = a1 + a2B0e
a3L−a4m (20)

其中 a1、a2、a3、a4 为常数。
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3.2.3 振动垂直方向合成图形

改变 θ2 角度我们画出在不同 θ2 下的 θ1 − θ2 图像，我们注意到图形并没有完全封闭，但形

成了近似李萨如，如图组3.2.3我们注意到图形并没有完全封闭，但形成了近似李萨如图形我们可
以算出近似的水平垂直振动频率的比例

fy
fx

=
N1

N2

(21)

其中 N1 为水平切线的切点数，N2 垂直切线上的切点数，我们得到：

fx
fy

=
5

5
θ1 =

π

18
, θ2 = −2π

5

fx
fy

=
7

7
θ1 =

π

18
, θ2 = −π

3
· · · · · ·

注意到他们的水平垂直振动的比例都为或者接近 1 : 1 也就是说他们只有相位上的差别而没有频

率上的差别。
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(a)
θ1 =

π
18
, θ2 = − 2π

5

(b)
θ1 =

π
18
, θ2 = −π

3

(c)
θ1 =

π
18
, θ2 = −π

4

(d)
θ1 =

π
18
, θ2 = −π

6

(e)
θ1 =

π
18
, θ2 = −π

9

(f)
θ1 =

π
18
, θ2 = − π

18

(g)
θ1 =

π
18
, θ2 =

π
18

(h)
θ1 =

π
18
, θ2 =

π
9

(i)
θ1 =

π
18
, θ2 =

π
6

(j)
θ1 =

π
18
, θ2 =

π
4

(k)
θ1 =

π
18
, θ2 =

π
3

(l)
θ1 =

π
18
, θ2 =

2π
5

图 24: 耦合振动垂直方向合成图形

4 结论

小磁针在外磁场中的模型可以简化为偶极子振动模型 d2θ
dt2

= −mB0

J
· sin θ，这也表明小磁针振

动的形式是一个简谐振动，并且磁针的振动周期和外磁场的强度有关。对于两个小磁针也可以用

偶极子模型进行近似研究。通过对两个小磁针在外磁场的计算模拟，发现两个小磁针在外磁场下
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也近似的做简简谐振动，但受到另一个磁针耦合的影响。ω > ω∗ > ω0，其中 ω 为两个小磁针同向

运动的角速度，ω∗ 为两个小磁针反向运动的角速度，ω0，为单个小磁针在地磁场振动的角速度。并

且并且可以注意到不管是在同向释放还是反向释放我们都可以得到结果，即随着 L 的增大，两个

小磁针耦合减弱，他们振动的周期增加。通过对不同角度释放的小磁针的耦合运动规律的研究，θ2

初始释放的角度越大则两个磁力摆的 θ1，θ2 所运动的周期越大从而 ω 越小，进一步通过控制变量

并对得到的曲线和直线进行拟合，两个小磁针振幅所形成的拍。令 k = T
T0

k = a1+ a2B0e
a3L−a4m，

其中 T 为振幅的周期，T0 为小磁针振动的周期 a1、a2、a3、a4 为常数。以两个小磁针的角度为横

纵坐标，可以得到美丽的图形，类似于李萨如图形，并求出了水平出垂直振动的比例都接近 1 : 1，

只有相位上的差别。
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